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Sazˇetak
Kvantno sprezanje parova fotona od velikog je znacˇaja u kvantnoj optici te nalazi
primjenu u podrucˇjima kvantne kriptografije, kvantne teleportacije i razvoju kvant-
nih racˇunala. S obzirom na brzinu prijenosa informacija i slabu interakciju sa okoli-
nom, fotoni su idealni za brz, efikasan i siguran prijenos informacije te imaju veliku
ulogu u razvoju kvantnih komunikacijskih mrezˇa. U ovom diplomskom radu opisan
je eksperimentalni postav za dobivanje polarizacijski spregnutih parova fotona valnih
duljina 810 nm koji je realiziran u Istrazˇivacˇkoj jedinici za fotoniku i kvantnu optiku
Instituta Ruder Bosˇkovic´ u Zagrebu. Osim opisa realizacije postava, predstavljeni su
eksperimentalni rezultati mjerenja korelacije polarizacijskih stanja spregnutih fotona
te je potvrdeno narusˇenje Bell-ove nejednakosti u CHSH obliku od 114 standardnih
devijacija od klasicˇne granice.
Kljucˇne rijecˇi: foton, kvantno sprezanje, Bell-ova nejednakost
The source of polarization entangled pairs of
photons and testing Bell’s inequality
Abstract
Quantum entanglement of photon pairs is of a great importance in the quantum
optics and it is used in the fields of quantum cryptography, quantum teleportation and
the development of quantum computors. Photons are perfect for a quick, efficient
and secure way to transfer information considering the speed of data transfer and
almost non existing interaction with it’s environment. Because of that they have a
huge role in the development of quantum communication networks. This masters
thesis contains a description of an experimental setup for realization of polarization
entangled photon pairs of the wavelength of 810 nm. The experiment has been done
at the Photonics and quantum optics research unit at the Ruder Bosˇkovic´ Institute in
Zagreb. In addition to the description of the setup, the results of the experimental
measurements of correlation of polarized states of the entangled photons have been
shown. Also, the experiment confirmed the violation of Bell’s inequality in CHSH
form of 114 standard deviations from the classical limit.
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Sprezanje cˇestica je kvantnomehanicˇki fenomen koji se pojavljuje kada parovi (ili
viˇse) cˇestica nastanu ili medudjeluju tako da se kvantno stanje pojedinacˇnih cˇestica
ne mozˇe utvrditi neovisno o drugim cˇesticama, vec´ se mora promatrati kvantno sta-
nje sustava kao cjeline, neovisno o udaljenosti izmedu cˇestica. Iako su zacˇeci kvantne
mehanike postavljeni josˇ pocˇetkom 20. stoljec´a, do pravog razvoja eksperimentalnih
metoda se cˇekalo viˇse od pola stoljec´a. Tome je doprinijela i teorijska rasprava u ko-
joj su najvec´i doprinos imali Einstein, Podolski i Rosen (EPR) [1] te Schro¨dinger [2]
1935. godine naglasˇavajuc´i kako je kvantno sprezanje nemoguc´e jer narusˇava teoriju
relativnosti. Posljedica toga je i odbacivanje kopenhagenske interpretacije kvantne
mehanike koja tvrdi da valna funkcija nudi potpun opis ukupne fizicˇke stvarnosti.
Takav zakljucˇak otvorio je prostor za nove teorije koje su pretpostavile da u kvantnu
teoriju moraju biti ugradeni dodatni elementi stvarnosti (poznati pod nazivom skri-
vene varijable) kako bi se objasnilo kvantno sprezanje te dobila zatvorena i lokalna
interpretacija kvantne mehanike. Tek je Bell [3] 1964. godine dosˇao do teorijskih za-
kljucˇaka koji bi mogli biti eksperimentalno testirani, a ti testovi bi ukljucˇivali kvantno
sprezanje. Njihovi rezultati bi dali odgovor na pitanje postoje li skrivene varijable -
ukoliko postoje, rezultati bi zadovoljavali Bellove nejednakosti, a s druge strane, nji-
hovo narusˇenje bi primoralo na odbacivanje takve opc´enitije teorije cˇija bi postojec´a
kvantna teorija bila tek podskup. Potaknuti tim radom, Freedman i Clauser [4] 1972.
godine zapocˇinju sa prvim eksperimentima mjerenja polarizacije fotona emitiranih u
atomskim kaskadama kalcija koji rezultiraju nizom rezultata u eksperimentima Ala-
ina Aspecta [5],[6] 1981. i 1982. godine te potvrduju narusˇenje Bellovih nejedna-
kosti. Daljnja istrazˇivanja su iˇsla u smjeru viˇsecˇesticˇnih eksperimenata te primjene
u kvantnoj kriptografiji [7], [8], kvantnoj teleportaciji [9], [10] te razvoju kvantnih
racˇunala [11].
Nakon uvoda, u drugom poglavlju dajemo pregled najvazˇnijih teorijskih rezultata
vazˇnih za ovaj rad - definiramo osnovne pojmove u kvantnoj mehanici, napravljen
je izvod hamiltonijana iz Maxwellovih jednadzˇbi, opisan je fenomen kvantnog spre-
zanja uz razlicˇite tipove sprezanja, napravljeni su izvodi EPR paradoksa te Bell-ove
nejednakosti i opisan je proces spontane parametricˇke konverzije.
U trec´em poglavlju opisan je eksperimentalni postav koriˇsten za dobivanje po-
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larizacijski spregnutih fotona te provjeru Bell-ove nejednakosti; u potpoglavlju 3.1
detaljno je opisan glavni dio postava - Sagnac-ov interferometar u kojemu dolazi do
mijesˇanja fotona sˇto nam omoguc´uje neraspoznatljivost. U potpoglavlju 3.2 opisan
je racˇunalni program pomoc´u kojega smo promatrali izgled snopa te dobili radijus
snopa na mjestu kristala unutar Sagnac-ovog interferometra, u potpoglavlju 3.3 opi-
sano je filtriranje, a u potpoglavlju 3.4 detektori koriˇsteni za brojanje pojedinacˇnih
fotona i efekti koji utjecˇu na njihov rad.
U cˇetvrtom poglavlju prezentirani su rezultati dobiveni izgradenim postavom -
mjerene su velicˇine koje karakteriziraju kvalitetu izvora - vidljivost, intenzitet izvora
parova spregnutih fotona i omjer broja koincidencija i pojedinacˇnih detekcija. U pot-
poglavlju 4.4 prikazani su rezultati testiranja Bell-ove nejednakosti u CHSH obliku.
Naposljetku, u zakljucˇku su ukratko ponovljeni glavni rezultati ovoga rada uz
navedene daljnje moguc´nosti poboljˇsanja postava te moguc´nosti primjene.
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2 Teorija
2.1 Osnove kvantne mehanike
Fizikalno stanje mozˇemo definirati kao skup svojstava sustava koji mogu biti istovre-
meno poznati. U klasicˇnoj mehanici vrijede odredena nacˇela koja za posljedicu imaju
da ako je stanje sustava u t0 u potpunosti poznato te ako su nam poznate sve sile koje
djeluju na sustav, tada mozˇemo (u principu) sa sigurnosˇc´u odrediti evoluciju sustava.
Neka od tih nacˇela su princip savrsˇenog determinizma; sva svojstva (vrijednosti koje
se pripisuju fizikalnoj opservabli) fizikalnog sustava S su posve odredena u svakom
trenutku, princip kontinuiteta; vrijednosti koje neko svojstvo sustava mozˇe poprimiti
su kontinuirane, i princip separabilnosti; neintereagirajuc´i sustavi S1 i S2 ne mogu
utjecati jedan na drugi. Stoga, stanje sustava u klasicˇnoj mehanici mozˇemo opisati
tocˇkom u faznom prostoru (sustav ima u potpunosti odreden polozˇaj i kolicˇinu gi-
banja u svakom trenutku). Za razliku od klasicˇne, u kvantnoj mehanici situacija
je drugacˇija. Heisenberg-ove relacije neodredenosti [12] nam govore da nekomuti-
rajuc´e opservable (poput polozˇaja i kolicˇine gibanja) ne mozˇemo istovremeno mjeriti
sa proizvoljnom preciznosˇc´u, a time ni sustav ne mozˇemo opisati tocˇkom u faznom
prostoru. U kvantnoj mehanici sva informacija o sustavu je sadrzˇana u vektoru stanja





Opservable predstavljamo hermitskim operatorima na Hilbert-ovom prostoru te oni
djeluju na stanja u pripadnom prostoru tog sustava:
O |φj〉 = oj |φj〉 (2.2)
Jednadzˇba (2.2) je svojstvena jednadzˇba, pri cˇemu velicˇine oj nazivamo svojstvenim
vrijednostima te predstavljaju moguc´e rezultate mjerenja na sustavu, a |φj〉 nazivamo
svojstvenim vektorom. Upravo kako bi svojstvene vrijednosti bile realne (jer opisuju
realan sustav), operatori koji predstavljaju opservable moraju biti hermitski. U kon-
tekstu ovoga rada, vazˇno je objasniti kako opisujemo mjerenja u kvantnoj mehanici.
Ukoliko izvrsˇimo mjerenje O na sustavu koji se nalazi u stanju |ψ〉, vjerojatnost dobi-
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vanja rezultata oj je dana ocˇekivanom vrijednosˇc´u:
P (oj) =< O >= |〈φj|ψ〉 |2= |oj|2 (2.3)
Takoder, ocˇekivanu vrijednost operatora mozˇemo dobiti pomoc´u matrice gustoc´e ρ,
sˇto nam je posebno korisno kad se sustav nalazi u mijesˇanom stanju:










jk |φj〉 〈φk| (2.5)
te je
∑
i pi = 1.
2.1.1 Kvantizacija elektromagnetskog polja
Kako bismo dobili kvantnu teoriju koja u klasicˇnoj granici reproducira rezultate klasicˇne
elektrodinamike, tj. kvantizirali elektromagnetsko polje (EM) i dobili opis fotona
kljucˇan za ovaj rad, krec´emo od Maxwell-ovih jednadzˇbi u vakuumu:
∇ · E = 0 (2.6)
∇ · B = 0 (2.7)
∇× E = −∂B
∂t
(2.8)
∇× B = µ00∂E
∂t
(2.9)
Ako uvedemo vektorski potencijal A (u Coulomb-ovom bazˇdarenju: ∇ · A = 0) koji
zadovoljava:











A = 0 (2.12)
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Prostorni i vremenski dio vektorskog potencijala mozˇemo separirati, pri cˇemu su
vektorski prostorni modovi definirani kao:
∇2uk,α(r) = −k2uk,α(r) (2.13)
pri cˇemu je k valni broj, a α = 1, 2 indeksi koji oznacˇavaju polarizaciju. Vektorski





pri cˇemu su qkα vremenski ovisne amplitude. Ako izraz (2.14) uvrstimo u valnu
jednadzˇbu (2.12), dobivamo:
q¨k,α = −ω2kqk,α (2.15)
Kvantizacija EM polja nas dovodi do rezultata da svaki mod EM polja zapravo mozˇemo








dok za elektricˇno polje mozˇemo pisati:
E(r, t) = − ∂
∂t





Da bismo dobili u potpunosti kvantiziranu teoriju, moramo zamijeniti kompeksne
brojeve qk,α i pk,α sa operatorima qˆk,α i pˆk,α koji zadovoljavaju komutacijsku relaciju
[qˆk,α, pˆk,α] = i~. Konacˇno, mozˇemo zapisati izraz za vektorski potencijal pomoc´u ope-
ratora stvaranja (aˆ† |n〉 = √n+ 1 |n+ 1〉) i operatora poniˇstenja (aˆ |n〉 = √n |n− 1〉),













Elektromagnetski hamiltonijan mozˇemo dobiti iz elektricˇnog i magnetskog polja, a





















U klasicˇnoj racˇunalnoj teoriji i teoriji informacije kao jedinica kolicˇine informacija
se koristi bit koji mozˇe imati vrijednost 0 ili 1. Analogno klasicˇnom bit-u, mozˇemo
definirati kvantni sustav sa dva vektora baze koji se pomoc´u Dirac-ove notacije mogu
pisati kao |0〉 i |1〉 - qubit. Za razliku od bit-a, qubit mozˇe biti u superpoziciji vektora
baze (2.1) te ga mozˇemo prikazivati na Bloch-ovoj sferi koja sluzˇi kao generalizirani
vizualni prikaz kvantnih sustava sa dva nivoa (Slika 1.).
Slika 1. Bloch-ova sfera. Preuzeto iz [25]






dok se mijesˇana stanja nalaze unutar volumena sfere. Za realizaciju qubita bismo
mogli upotrijebiti bilo koji kvantnomehanicˇki sustav sa dva nivoa, primjerice foton i




 , σy =
 0 −i
i 0





sa svojstvenim vrijednostima 1 i -1 (sˇto odgovara logicˇkim 0 i 1). Stanja polariza-
cije fotona koriˇstena u ovom radu se takoder mogu pisati kao stanja na Bloch-ovoj
sferi, pri cˇemu horizontalnoj polarizaciji |H〉 odgovara stanje |0〉, vertikalnoj |V 〉 od-
govara stanje |1〉, dijagonalnoj |D〉 odgovara stanje 1√
2
(|0〉 + |1〉) te antidijagonalnoj




Kao sˇto smo naveli u poglavlju 2.1, kvantne sustave mozˇemo opisivati u Hilbert-
ovom prostoru H. Promotrimo mjesˇovito kvantno stanje n podsustava koje mozˇemo
zapisati kao tenzorski produkt njihovih pripadnih potprostora Hi:
H = ⊗ni=1Hi
Svako stanje podsustava mozˇemo zapisati kao linearnu sumu ortonormiranih vektora




cj1,j2,...,jn |kj1〉 ⊗ |kj1〉 ⊗ ...⊗ |kjn〉
Kao primjer mozˇemo promotriti mjesˇovito stanje izgradeno od dva podsustava, pri




αi,j |φi〉A |φj〉B (2.21)
Pritom primjetimo da c´e bilo koji produkt podsustava biti element ukupnog Hilbert-
ovog prostora, ali se svaki element ukupnog Hilbert-ovog prostora ne mozˇe zapisati
kao tenzorski produkt podsustava. Takva stanja koje nije moguc´e faktorizirati na-
zivamo spregnutim stanjima. Ukoliko nas zanimaju polarizacijski spregnuti fotoni









(|H〉1 |H〉2 ± |V 〉1 |V 〉2) (2.23)
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Ukoliko izvrsˇimo mjerenje na bilo kojem od fotona, sa sigurnosˇc´u mozˇemo predvi-
djeti stanje drugoga, dok individualna mjerenja koja ne bi utjecala na drugi foton
nisu moguc´a.
2.1.4 Vrste kvantnog sprezanja
Kvantno sprezanje se mozˇe postic´i na viˇse nacˇina - za fotone mozˇemo obratiti pozor-
nost na njihovu energiju, kolicˇinu gibanja i polarizaciju.
Prvo sprezanje kolicˇina gibanja ostvarili su Rarity i Tapser [14] 1990. godine u
eksperimentu sa dva para prostornih modova izdvojenih iz izvora (Slika 2.). Fotoni su
emitirani tako da kada je jedan foton emitiran u jedan od unutarnjih modova, njegov
partner c´e biti u suprotnom vanjskom modu zbog svojstava izvora. Superpozicija
dva unutarnja i dva vanjska moda se dobiva pomoc´u dva djelitelja snopa tako da
unutarnji i vanjski modovi postanu neraspoznatljivi. Dobiveno stanje je:
1√
2
(|U〉O |L〉O + eiφ |U〉I |L〉I)
Slika 2. Prikaz postava za mjerenje kvantnog sprezanja kolicˇina gibanja fotona.
Preuzeto iz [14]
Energetsko-vremensko sprezanje se mozˇe postic´i ukoliko imamo izvor parova fo-
tona koji se proizvode istovremeno u centru Mach-Zender interferometra [15] (Slika
3.). Nastali parovi fotona mogu putovati ili oba krac´im krakom interferometra ili oba
duzˇim krakom. Do sprezanja c´e doc´i ukoliko nemamo informaciju o tome kada su fo-
toni emitirani, sˇto se mozˇe postic´i ako je izvor pobudeni atom cˇije je najviˇse pobudeno
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stanje puno vec´eg vremena poluzˇivota nego ono medustanja. U tom slucˇaju nije




(|s〉1 |s〉2 + ei(φ1+φ2) |l〉1 |l〉2)
Slika 3. Prikaz postava za mjerenje energetsko-vremenskog sprezanja fotona.
Preuzeto iz [15]
Najcˇesˇc´e koriˇsten tip sprezanja je upravo onaj koriˇsten u ovome radu - polariza-
cijsko sprezanje parova fotona koje se mozˇe ostvariti putem procesa spontane para-
metricˇke konverzije (engl. spontaneous parametric down-conversion - SPDC), procesa
opisanog u nastavku rada (poglavlje 2.4.).
2.2 Einstein-Podolski-Rosen paradoks
Rad Alberta Einsteina, Borisa Podolskog i Nathana Rosena [1] (poznat kao EPR)
objavljen je 1935. godine sa zakljucˇkom kako valna funkcija ne opisuje stvarnost u
potpunosti te se stoga sama kvantna teorija mora ”nadograditi” ili odbaciti kao ne-
potpuna teorija. U prvom dijelu rada autori rade razliku izmedu stvarnosti i fizikalnih
teorija koje bi ju trebali opisivati, naglasˇavajuc´i kako teorija mora zadovoljavati dva
uvjeta: mora biti tocˇna i potpuna. Pod time smatraju da se svaki element stvarnosti,
redom, mora moc´i izmjeriti i mora imati odredeni pripadajuc´i element u teoriji. Na-
dalje, na primjeru cˇestice sa jednim stupnjem slobode razmatraju njezino stanje i
svojstva; ako se cˇestica nalazi u stanju
ψ = e(2pii/h)p0x (2.24)
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pri cˇemu su h Planck-ova konstanta, p0 neka konstanta te x nezavisna varijabla,
mozˇemo promotriti djelovanje operatora kolicˇine gibanja p = (−i~)∂/∂x:
pψ = (−i~)∂ψ/∂x = p0ψ (2.25)
Zakljucˇujemo kako za cˇesticu u stanju (2.23) kolicˇina gibanja ima vrijednost p0. Isto-
vremeno, ako promatramo operator polozˇaja cˇestice q koji na stanje djeluje kao ope-
rator mnozˇenja, ne mozˇemo sa sigurnosˇc´u odrediti polozˇaj cˇestice, vec´ samo mozˇemo
rec´i da vjerojatnost nalazˇenja cˇestice izmedu dvije tocˇke prostora a i b iznosi:






dx = b− a (2.26)
S obzirom da vjerojatnost ovisi samo o razlici b−a, sve vrijednosti polozˇaja su jednako
vjerojatne. Tocˇnu vrijednost polozˇaja je moguc´e dobiti samo mjerenjem koje pak mi-
jenja stanje cˇestice. Na ovom primjeru autori su pokazali da ako dva operatora A
i B ne komutiraju nije moguc´e istovremeno odrediti pripadne fizikalne velicˇine. Iz
toga slijedi da ili kvantno mehanicˇki opis stvarnosti dan valnom funkcijom nije pot-
pun, ili da kad operatori ne komutiraju pripadne velicˇine ne mogu imati istovremenu
stvarnost.
U drugom dijelu rada autori pretpostavljaju da dva sustava (I i II) intereagiraju
izmedu t = 0 i t = T nakon cˇega viˇse nema nikakve interakcije. Pomoc´u Schro¨dinger-
ove jednadzˇbe, poznavajuc´i stanja sustava prije t = 0, mozˇemo izracˇunati stanje sus-
tava I+II u bilo kojem trenutku t > T . Medutim, nije moguc´e dobiti stanja bilo kojeg
od sustava I ili II nakon interakcije, vec´ mora doc´i do ”redukcije valnog paketa”. Ako
izvrsˇimo dva razlicˇita mjerenja na sustavu I, kao posljedicu c´emo dobiti dva razlicˇita
stanja sustava II, dakle, sustavu II moguc´e je pripisati dvije razlicˇite valne funkcije u
vremenu t > T . Te valne funkcije mogu ujedno biti i svojstvene funkcije dvaju ne-
komutirajuc´ih operatora. Na taj nacˇin autori su pokazali da je moguc´e sa sigurnosˇc´u
odrediti fizikalne velicˇine drugog sustava bez da se izvrsˇe mjerenja na njemu. Kre-
nuvsˇi od pretpostavke da valna funkcije uistinu daje potpun opis stvarnosti, dosˇli smo
do zakljucˇka da dvije fizikalne velicˇine opisane nekomutirajuc´im operatorima mogu
imati istovremeni opis stvarnosti. Taj zakljucˇak je u kontradikciji sa zakljucˇkom prvog
dijela rada zbog cˇega autori zakljucˇuju da kvantno mehanicˇki opis stvarnosti dan val-
nom funkcijom nije potpun te da ostavlja prostor za sveobuhvatniju teoriju, kasnije
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cˇesto nazivanu teorijom skrivenih varijabli.
2.3 Bell-ova nejednakost
Skoro 30 godina nakon EPR-a, Bell [3] je pokazao kako bi kvantnomehanicˇka teorija
sa dodatnim parametrima morala u sebi sadrzˇavati nacˇin na koji bi mjerni uredaj na
jednom mjestu mogao utjecati na ocˇitavanja na drugom, udaljenom uredaju (nelo-
kalnost). S obzirom da bi se ta informacija morala prenositi trenutno, takva teorija
ne bi bila ni Lorentz invarijantna. Time je usmjerio eksperimentalne pokusˇaje na
dokazivanje da je ono sˇto je Einstein smatrao ”misterioznim djelovanjem na daljinu”,
zapravo fizikalno svojstvo sustava spregnutih cˇestica. Glavni dio njegovog dokaza
se sastoji od toga da pretpostavimo da postoji jedan dodatni kontinuirani parametar
λ u sustavu para cˇestica spina 1/2 u singletnom stanju koje se krec´u u suprotnom
smjeru. Prema kvantnoj mehanici, ako izmjerimo da komponenta spina ~σ1 · a iznosi
+1, tada bi komponenta ~σ2 · a trebala iznositi -1. Rezultat A mjerenja ~σ1 · a ovisi o a
i λ, a rezultat B mjerenja ~σ2 · b ovisi o b i λ tako da vrijedi:
A(a, λ) = ±1, B(b, λ) = ±1 (2.27)
pri cˇemu su a i b jedinicˇni vektori. Pretpostavimo da su A i B medusobno neovisni
te da rezultat B cˇestice 2 ne ovisi o postavkama za mjerenje cˇestice 1. Ako je ρ(λ)
distribucija vjerojatnosti od λ, tada je ocˇekivana vrijednost umnosˇka komponenti ~σ1·a
i ~σ2 · b:
P (a,b) =
∫
dλρ(λ)A(a, λ)B(b, λ) (2.28)
Izraz (2.28) bi trebao biti ekvivalentan kvantnomehanicˇkom izrazu za ocˇekivanu vri-
jednost za singletno stanje:
< ( ~σ1 · a)( ~σ2 · b) >= −a · b (2.29)
S obzirom da je ρ normalizirana distribucija vjerojatnosti te da vrijedi (2.27), za-
kljucˇujemo kako P ne mozˇe biti manji od -1, a tu vrijednost postizˇe za a = b, i to ako
vrijedi:
A(a, λ) = −B(a, λ) (2.30)
11
Iz toga slijedi da mozˇemo pisati:
P (a,b) = −
∫
dλρ(λ)A(a, λ)A(b, λ) (2.31)
Ako je c takoder jedinicˇni vektor, mozˇemo pisati:
(2.32)
P (a,b)− P (a, c) = −
∫
dλρ(λ)[A(a, λ)A(b, λ)− A(a, λ)A(c, λ)]
=
∫
dλρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)[A(bλ)A(cλ)− 1]
pri cˇemu vrijedi:
|P (a,b)− P (a, c)|≤
∫
dλρ(λ)[1− A(b, λ)A(c, λ)] (2.33)
Drugi cˇlan sa desne strane prepoznamo kao P(b, c) pa mozˇemo pisati:
1 + P (b, c) ≥ |P (a,b)− P (a, c)| (2.34)
Osim ako je P konstanta, desna strana jednadzˇbe (2.34) je za male iznose |b− c|
reda |b− c|. Stoga P (b, c) ne mozˇe biti stacionaran u tocˇki minimuma (−1 za b = c)
te stoga ne mozˇe biti jednak kvantnomehanicˇkoj vrijednosti (2.29). Isto tako, relacija
(2.29) ne mozˇe biti proizvoljno blisko aproksimirana relacijom (2.28); ako umjesto
relacija (2.28) i (2.29) promatramo funkcije P¯ (a,b) i (−a · b), tj. nezavisno upro-
sjecˇimo funkcije i pretpostavimo da je razlika tih funkcija za svaki a i b ogranicˇena
sa  za kojeg c´emo pokazati da ne mozˇe biti proizvoljno mali:
|P¯ (a,b) + a · b|≤  (2.35)
Pretpostavimo da za svaki a i b vrijedi:
|a · b− a · b|≤ δ (2.36)
Iz relacije (2.35) slijedi:




dλρ(λ)A¯(a, λ)B¯(b, λ) (2.38)
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pri cˇemu vrijedi |A¯(a, λ)|≤ 1 te |B¯(b, λ)|≤ 1. Za a = b mozˇemo pisati:
∫
dλρ(λ)[A¯(b, λ)B¯(b, λ) + 1] ≤ + λ (2.39)
Koristec´i (2.38) mozˇemo izracˇunati:
(2.40)
P¯ (a,b)− P¯ (a, c) =
∫
dλρ(λ)[A¯(a, λ)B¯(b, λ)− A¯(a, λ)B¯(c, λ)]
=
∫
dλρ(λ)A¯(a, λ)B¯(b, λ)[1 + A¯(b, λ)B¯(c, λ)]
−
∫
dλρ(λ)A¯(a, λ)B¯(c, λ)[1 + A¯(b, λ)B¯(b, λ)]
Nadalje dobivamo:
|P¯ (a,b)− P¯ (a, c)|≤
∫
dλρ(λ)[1 + A¯(b, λ)B¯(c, λ)] +
∫
dλρ(λ)[1 + A¯(b, λ)B¯(b, λ)]
(2.41)
Konacˇno, koristec´i relacije (2.37), (2.38) i (2.39) zakljucˇujemo:
|P¯ (a,b)− P¯ (a, c)|≤ 1 + P¯ (b, c) + + δ (2.42)
|a · c− a · b|−2(+ δ) ≤ 1− b · c + 2(+ δ) (2.43)
4(+ δ) ≥ |a · c− a · b|+b · c− 1 (2.44)




Stoga zakljucˇujemo kako za bilo koji konacˇni δ,  ne mozˇe biti proizvoljno malen te
se izraz (2.29) ne mozˇe prikazati u formi klasicˇnog izraza (2.28) niti aproksimativno.
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2.4 Proces spontane parametricˇke konverzije
Kao izvor spregnutih parova fotona danas se najcˇesˇc´e koristi nelinearni proces spon-
tane parametricˇke konverzije (engl. spontaneous parametric down-conversion - SPDC).
SPDC je opticˇki proces u kojemu se foton viˇse energije prolaskom kroz kristal ne-
linearnog odaziva konvertira u par fotona nizˇe energije, pri cˇemu vrijede zakoni
sacˇuvanja energije i kolicˇine gibanja. Materijal ima nelinearni odaziv kada relacija
izmedu gustoc´e polarizacije P i elektricˇnog polja E sadrzˇi nelinearne doprinose:
P = 0χE + 0χ
(2)E2 +O(3) (2.46)
pri cˇemu su 0 permitivnost vakuuma, χ elektricˇna susceptibilnost, a O(3) doprinosi
viˇseg reda. Doprinose iznad kvadraticˇnog mozˇemo zanemariti u prisustvu jakog elek-
tricˇnog polja, a upravo je kvadraticˇni cˇlan zasluzˇan za razdvajanje frekvencije pobude
ωp u dva polja (signal ωs i pratitelj ωi) unutar nelinearnog medija. Ukoliko fotoni nas-
tali u tom procesu imaju iste polarizacije kao pobuda, kristal se naziva tipom 0, ako
su im polarizacije jednake, ali ortogonalne na polarizaciju pobude, radi se o kristalu
tipa I, a ukoliko su polarizacije signala i pratitelja medusobno okomite, radi se o
kristalu tipa II (Tablica 1.). Za dobivanje parova fotona koriste se razlicˇiti kristali,
od kojih izdvajamo BBO (β-BaB2O4) koji je opticˇki transparentan u podrucˇju valnih
duljina izmedu 190 nm i 3500 nm, LBO(LiB3O5) za podrucˇje od 160 nm do 2600 nm,
BiBO(BiB3O6) za podrucˇje od 280 nm do 2500 nm te ppKTP (kalij titanil fosfat sa pe-
riodicˇkom strukturom nelinearnog koeficijenta, KTiOPO4) koji se koristi u podrucˇju
frekvencija izmedu 350 nm i 4400 nm. Od navedenih, ppKTP ima najvec´u efikasnost
konverzije od 58,1%, no LBO ima vec´u temperaturnu stabilnost [16]. Takoder, spek-
tralna karakteristika signala i pratitelja se mijenja sa dimenzijama kristala na nacˇin
da FWHM (sˇirina spektralne krivulje mjerena na visini od pola amplitude) ovisi o
1/L, pri cˇemu je L duljina kristala [17]. U ovome radu za dobivanje polarizacijski
spregnutih fotona koriˇsten je ppKTP kristal tipa II dimenzija 10 mm×2 mm×1 mm.
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Pump Signal Idler Tip kristala
o o o Tip 0
e o o Tip I
e o e Tip II
Tablica 1. Podjela tipova kristala u ovisnosti o polarizacijama. Svjetlost polariza-
cije okomite na pobudu oznacˇavamo sa ”o” (engl. ordinary), a svjetlost polarizacije
jednake polarizaciji pobude oznacˇavamo sa ”e” (engl. extraordinary).
Pocˇetno stanje mozˇemo pisati kao |φ0〉 = |α〉p |0〉s |0〉i, pri cˇemu p, s i i oznacˇavaju
pobudu, signal i pratitelja. Racˇun radimo u slici interakcije, a ukupni hamiltonijan
glasi:
Hˆ = Hˆ0 + Hˆ
′ (2.47)




kaˆk + 1/2). Nelinearni doprinos ukupnom hamiltonijanu
je ujedno i dio koji opisuje proces nastanka signala i pratitelja:







Evoluciju stanja opisujemo kao:
|φ〉 = e−iH
′t


































pri cˇemu su ∆ω = (ωp − ωi − ωs), ∆k = kp − ks − ki te sinc(x) = sin(x)/x. Funkcija
sinc(x) sadrzˇi valne vektore pobude, signala i pratitelja unutar kristala te nam je
vazˇna jer odreduje uvjet za uskladenost faza unutar kristala:
np(ωp)
c
· ωp − ns(ωs)
c
· ωs − ni(ωi)
c
· ωi = 0 (2.52)
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Uz pretpostavke da se pump propagira u +z smjeru, da je t dovoljno velik te da je












aˆ†ki ne mozˇe faktorizirati. Takoder, signal i pratitelj su korelirani u
vremenu, a kako bi bili zadovoljeni zakoni sacˇuvanja energije i kolicˇine gibanja, mora
vrijediti:
ωp − ωs − ωi = 0 (2.54)
kp − ks − ki = 0 (2.55)
pri cˇemu je |kj|= nj(wj)/c; j = p, s, i, te su nj(wj) pripadajuc´i indeksi loma. Kod kris-
tala tipa II, prolaskom pobude kroz kristal trajektorije dobivenih koreliranih parova
fotona c´e biti ogranicˇene na podrucˇje ruba dva stosˇca cˇije osi su simetricˇne u odnosu
na pobudu, a sprezanje parova fotona c´e se dogadati na podrucˇju sjeciˇsta navedenih
stozˇaca [17]. Da bi postigli kolinearnu emisiju u odnosu na pobudu koristimo kvazi-
uskladenost faza, tj. nelinearni kristal se konstruira tako da unutar njega postoje
pravilno rasporedene feroelektricˇne domene (Slika 4.). Takva struktura omoguc´uje
vec´u efikasnost u generaciji drugih harmonika nego kristali istog materijala bez na-
vedene periodicˇke strukture.
Slika 4. Prikaz periodicˇki rasporedenih domena unutar kristala te valnih vektora.
Preuzeto iz [18]
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U jednadzˇbi (3.8) smo dobili funkciju sinc(x) zbog koje bi dobili destruktivnu in-
terferenciju za tzv. koherencijsku duzˇinu Lc = 2pi/∆k. Mijenjajuc´i predznak neline-
arnog koeficijenta duzˇ smjera propagacije za L = Lc, mozˇemo postic´i veliki intenzitet
izvora parova spregnutih fotona.
Slika 5. Usporedba amplituda za 3 razlicˇita slucˇaja: a) bez uskladivanja faza, b)
kvazi-uskladenost faza, c) idealno uskladivanje faza. Ukoliko nema uskladivanja
faza, dolazi do destruktivne interferencije te je za period d ukupna amplituda 0.
Pomoc´u uskladivanja faza sa periodicˇkim nelinearnim koeficijentom perioda d/2
mozˇemo dobiti ukupnu amplitudu razlicˇitu od 0. Idealno uskladivanje faza bi se
dobilo kada bi imali kontinuiranu promjenu nelinearnog koeficijenta unutar kristala.
Preuzeto iz [17].
2.5 Kvantna distribucija kljucˇeva
Za razliku od klasicˇne moderne kriptografije koja se temelji na kompleksnim ma-
tematicˇkim algoritmima, kvantno distribuiranje kljucˇeva (engl. Quantum key dis-
tribution - QKD) se zasniva na temeljnim postavkama kvantne mehanike. Ono nam
omoguc´uje da dvije strane komuniciraju pomoc´u nasumicˇnog tajnog kljucˇa sa moguc´nosˇc´u
detektiranja trec´e strane koja bi pokusˇala prislusˇkivati komunikaciju, tj. saznati tajni
kljucˇ. Ukoliko netko zˇeli saznati tajni kljucˇ, mora izvrsˇiti mjerenje, a to podrazumi-
jeva utjecaj na sustav koji se mozˇe detektirati od strane posˇiljatelja i primatelja. QKD
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se koristi za proizvodnju i distribuciju kljucˇa koji se potom mozˇe iskoristiti za enkrip-
ciju (i dekripciju) poruke koja se sˇalje standardnim komunikacijskim kanalom. Sigur-
nost komunikacije se u potpunosti oslanja na tajnost kljucˇa kojeg dvije strane moraju
izmijeniti sigurnim kanalom. Eksperimentalni postav izgraden u sklopu ovoga rada
mozˇe posluzˇiti kao izvor i osnova komunikacije pomoc´u QKD-a. Par cˇestica spina
1/2 u singletnom stanju se razdvaja te se svaka cˇestica detektira u jednom od dva
detektora (Alice i Bob). Ispred detektora se postave polarizatori koji omoguc´uju mje-
renje polarizacije cˇestica. Alice i Bob nasumicˇno odabiru koju polarizaciju mjere te
su mjerenja nazavisna za svaki par cˇestica. Svako mjerenje mozˇe dati dva rezultata,
+1 ili −1 te se mozˇe smatrati jednim bitom informacije. Potom Alice i Bob podijele
mjerenja u dvije kategorije; ona mjerenja kada su koristili razlicˇite orijentacije pola-
rizatora i ona kada su koristili iste, pri cˇemu odbacuju sva mjerenja kada ijedan od
njih nije uopc´e detektirao cˇesticu. Nakon toga mogu javno objaviti rezultate mjere-
nja koje su dobili kada su koristili razlicˇite orijentacije, pomoc´u cˇega mogu izracˇunati
Bell-ov parametar S, definiran u potpoglavlju 4.4. Na taj nacˇin se mogu osigurati da





Dio postava u kojemu dolazi do razdvajanja okomite i horizontalne komponente
ulaznog snopa valne duljine 405 nm, prolaska kroz kristal te razdvajanja snopova
razlicˇitih polarizacija valne duljine 810 nm kako bi usˇli u detektor se naziva Sagnac-
ovim interferometrom (Slika 6.). Ideja se bazira na uredaju kojeg je 1913. godine
konstruirao Georges Sagnac kako bi testirao postojanje etera [19]. Navedeni inter-
ferometar mozˇemo prilagoditi za potrebe eksperimenata u kvantnoj optici na nacˇin
da obicˇni djelitelj snopa zamijenimo polarizacijskim za 405 nm i za 810 nm (engl.
dual-wavelength polarization beam splitter - dPBS) te dodamo kristal tipa II.
Slika 6. Slika eksperimentalnog postava sa Sagnac-ovim interferometrom iz
laboratorija Istrazˇivacˇke jedinice za fotoniku i kvantnu optiku IRB-a
3.1.1 Podesˇavanje interferometra
Nakon sˇto smo zraku iz izvora proveli kroz opticˇko vlakno koje zadrzˇava polariza-
ciju snopa (engl. polarization maintaining fiber, na slici 7. oznacˇen zˇutom bojom),
podesili smo sve elemente u postavu kako bi zraka duzˇ cijeloga puta bila na istoj
visini te kako bi imali preklapanje pobude sa signalom i pratiteljem. Najprije smo
na zˇeljene pozicije postavili samo zrcala (bez dPBS-a, valnih plocˇica i kristala) te na-
mjestili put snopa duzˇ linije na kojoj c´e se nalaziti kristal. Pritom smo pazili da zraka
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duzˇ cijele putanje bude na visini na kojoj c´e se nalaziti kristal, tj. da ravnina u kojoj
zraka putuje bude paralelna ravnini opticˇkog stola. Potom smo isti postupak pono-
vili sa pomoc´nim laserom valne duljine 810 nm kojeg smo u postav uveli kroz jedan
od opticˇkih vlakana koje smo kasnije spajali na detektore (oznacˇeni crnom bojom).
Drugi detektor smo spojili na mjeracˇ snage te podesˇavanjem zrcala proveli snop do
tog drugog detektora i maksimizirali iznos snage. U trec´em koraku smo istovremeno
promatrali i snop od 405 nm i 810 nm te smo pomoc´u zrcala doveli oba snopa na
istu visinu te dobili prostorno preklapanje obaju snopova. U sljedec´im koracima smo
u postav unosili ostale elemente - najprije dPBS i kristal u interferometar, a potom i
valne plocˇice te filtere koji eliminiraju sˇum. Kako bi uistinu dobili spregnute fotone
degeneriranih valnih duljina, kristal se mora zagrijavati na temperaturu za koju je
proces SPDC-a optimalan. Prije daljnjih koraka smo izvrsˇili mjerenja broja koinci-
dencija u ovisnosti o temperaturi kristala te smo nasˇli iznos optimalne temperature
od 80,1◦C. Valna duljina lasera (Slika 14.) i spektralna karakteristika uskopojasnog
filtra (Slika 16.) osiguravaju da na odgovarajuc´oj temperaturi dobijemo degenerirani
signal i pratitelj po valnoj duljini, tj. energiji. Dodatna podesˇavanja su napravljena
zakretanjem dPBS-a u interferometru te prilagodavanjem polozˇaja kristala na nosacˇu.
Kada smo podesili cijeli postav, opticˇka vlakna (oznacˇena crnom bojom) smo spojili
na detektore te smo pocˇeli mjerenja detekcija.
Promotrimo josˇ kako pojedini elementi postava utjecˇu na polarizaciju snopa od
izlaska iz opticˇkog vlakna pa sve do detektora. Nakon izlaska iz vlakna konstantne
polarizacije, zraka prolazi kroz prvi dPBS te dalje prema Sagnac-ovom interferometru
nastavlja samo horizontalna komponenta. Razlog tomu je zˇelja za potpunom kontro-
lom nad polarizacijom u Sagnac-ovom interferometru. Sljedec´a komponenta kroz
koju zraka prolazi je λ/2 plocˇica za 405 nm kojom mozˇemo kontrolirati promjenu
polarizacije sˇto utjecˇe na omjer snage snopa u dvije grane interferometra. Kako bi
u obje grane imali jednaku snagu, na dPBS u interferometru treba doc´i dijagonalno
polariziran snop, sˇto se postizˇe zakretanjem λ/2 plocˇice na 22.5◦. Dikroicˇno zrcalo
kroz koje zraka prode na putu do interferometra ne utjecˇe na snop od 405 nm.
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/2 valna ploica za 405 nm
/2 valna ploica za 405 nm i 810 nm
Slika 7. Shema postava za dobivanje polarizacijski spregnutih fotona
Kako bi laksˇe pratili put i promjene polarizacije unutar interferometra, promo-
trimo najprije put snopa u smjeru kazaljke na satu, a potom u suprotnom smjeru
(gledano odozgo);
• Prolaskom kroz dikroicˇno zrcalo horizontalna komponenta snopa dolazi do
dPBS-a te nastavlja put do zrcala. Pritom se snop odbija do ppKTP kristala
pri cˇemu dolazi do konverzije u horizontalno polarizirani signal te vertikalno
polarizirani pratitelj. Obje komponente se odbijaju od zrcala te prolaze kroz
λ/2 valnu plocˇicu za 405 nm i 810 nm (engl. dual-wavelength half-wave plate -
dHWP) koja je postavljena na 45◦ pri cˇemu komponente mijenjaju polarizaciju.
Vertikalno polarizirani signal se odbija od dPBS-a, dok horizontalno polarizi-
rani pratitelj prolazi te se obje komponente prikupljaju u opticˇka vlakna koja su










Slika 8. Prikaz putanje zraka u smjeru kazaljke na satu
• S druge strane, vertikalna komponenta se dolaskom na dPBS reflektira do dHWP-
a pri cˇemu se polarizacija mijenja u horizontalnu. Taj dio je nuzˇan kako bi u pp-
KTP dosˇao horizontalno polarizirani snop koji se u kristalu takoder konvertira
u horizontalno polarizirani signal i vertikalno polarizirani pratitelj. Dolaskom








Slika 9. Prikaz putanje zraka u smjeru suprotnom od kazaljke na satu




(|H〉1 |V 〉2 − |V 〉1 |H〉2)
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Okomita i vertikalna komponenta polarizacije c´e se razlicˇitim brzinama sˇiriti kroz
nelinearni kristal te, kako bi uistinu dobili neraspoznatljivost, potrebno je u postavu
imati dHWP kako bi se kompenzirala vremenska razlika (Slika 10.).
Slika 10. Prikaz kompenzacije vremenske razlike nastale u kristalu; na slici a) bez
dHWP-a signal i pratitelj su raspoznatljivi, dok u b) sa dHWP dolazi do promjene
polarizacije i vremenske kompenzacije izmedu signala i pratitelja. Preuzeto iz [21]
3.2 Analiza snopa
Analiza snopa je radena pomoc´u BEAMAGE-3.0 (GENTEC-eo) kamere namijenjene
za mjerenje profila laserskog snopa. Pripadajuc´i program ima moguc´nosti 3D pri-
kaza, 2D prikaza, XY-prikaz te moguc´nost prac´enja snopa. 3D prikazom mozˇemo
promatrati stvarni izgled snopa, dok 2D prikazom mozˇemo mjeriti radijus snopa. Ra-
dijus varira s obzirom na odabranu definiciju: 4-sigma, FWHM, 1/e2, itd.. Odabrana
definicija koriˇstena za mjerenje radijusa u nasˇem eksperimentu je 1/e2, tj. udaljenost
izmedu dvije tocˇke koje su za 1/e2 = 13, 5% udaljene od najvec´e vrijednosti. Nadalje,
XY-prikaz predocˇava presjek duzˇ ravnine, a moguc´nost prac´enja snopa omoguc´uje vi-
zualizaciju varijacija srediˇsnje pozicije snopa te na taj nacˇin mozˇemo pratiti stabilnost
snopa tijekom vremena.
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Slika 11. XY-prikaz snopa na mjestu kristala
Kako bismo na mjestu kristala dobili najuzˇi dio snopa (engl. beam waist) prije
dikroicˇnog zrcala smo postavili lec´u fokusa 750 nm. Izmjereni promjer snopa na
mjestu kristala za pobudu iznosi 2rx = 462µm, 2ry = 445, 5µm (Slika 11.).
Slika 12. Izgled snopa snimljen BEAMAGE-3.0 kamerom na mjestu kristala
24
Osim kamerom, snop smo analizirali i Andorovim Kymera 328i spektrografom.
Prije analize snopa, spektrograf smo kalibrirali u dijelu spektra pobude Hg-Ne lam-
pom (Slika 13.). Njena karakteristicˇna linija u tom dijelu spektra ima valnu duljinu
od 404,6563 nm, a izmjerena valna duljina iznosi 408,71 nm.




















Valna duljina / nm
Slika 13. Kalibracija Hg-Ne lampom i pripadna prilagodba gaussijanom sa
izmjerenom valnom duljinom
Nakon kalibracije smo pristupili mjerenju spektra pobudnog lasera. Mjenjanjem
postavki (temperatura i struja) lasera mogu se dobiti razlicˇiti iznosi valnih duljina
oko 405 nm. Prilikom mjerenja postavke smo postavili u tocˇku za koju (prema spe-
cifikacijama) bi valna duljina trebala biti tocˇno 405 nm, dok smo mjerenjem (Slika
14.) dobili 404,9 nm.
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Slika 14. Spektar pobude
3.3 Filtriranje
U postavu smo koristili viˇse razlicˇitih filtera i zrcala za razlicˇite namjene. Ispred ulaza
u opticˇka vlakna postavili smo dva filtera - sˇirokopojasni i uskopojasni. Sˇirokopojasni
filtri se koriste kako dio pobude koji se propagira duzˇ cijelog postava ne bi usˇao u
opticˇka vlakna koja su spojena na detektore. Izmjerena transmitancija na 810 nm
iznosi preko 90%.
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Valna duljina / nm
 Uskopojasni filter
 irokopojasni filter
 Dikroi no zrcalo
Slika 15. Spektri koriˇstenih filtera i dikroicˇnog zrcala
S druge strane, uskopojasni filtri dodatno suzˇavaju iznos valnih duljina koji se
propusˇtaju u opticˇka vlakna. Transmitancija na 810 nm iznosi iznad 90%, dok
najvec´a transmitancija iznosi i preko 95% (Slika 16.). Osim navedenih filtera, ko-
ristili smo i dikroicˇno zrcalo koje je u postav postavljeno pod 45◦ u odnosu na ulaznu
zraku te u jednom smjeru propusˇta snop na 405 nm, dok u drugom reflektira snop
na 810 nm (Slika 17.). Sva mjerenja transmitancija su napravljena pomoc´u spektro-
fotometra Perkin Elmer Lambda 35 na Zavodu za kemiju materijala IRB-a u Zagrebu.
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Valna duljina / nm
 Alice
 Bob
Slika 16. Usporedba spektara uskopojasnih filtera ispred ulaza u opticˇka vlakna




















Valna duljina / nm
Slika 17. Spektar dikroicˇnog zrcala. Kut upada svjetlosti je 45◦
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3.4 Detektori
Za brojanje fotona nastalih u procesu SPDC-a koristimo posebnu vrstu detektora koji
mogu detektirati svaki pojedinacˇni foton (engl. single photon detectors - SPD).
Slika 18. Slika detektora koriˇstenih u eksperimentu. U kuc´iˇstima komercijalnog
proizvodacˇa nalaze se detektori u potpunosti izradeni u Laboratoriju za FKO IRB-a.
Gradeni su od tzv. lavinskih dioda (engl. single-photon avalanche - SPAD) koje
se u strujni krug spajaju tako da su zaporno polarizirane. Kad je fotodioda neo-
svjetljena, njome tecˇe vrlo mala struja manjinskih nosilaca naboja koja za silicijske
fotodiode iznosi nekoliko nanoampera, a za germanijske nekoliko mikroampera. Kad
se fotodioda osvijetli, pod utjecajem svjetlosne energije poraste broj slobodnih nosi-
oca naboja te se reverzna struja povec´a oko 20 puta kod germanijskih dioda, tj. 100
- 500 puta kod silicijskih. Rad dioda iznad granicˇnog napona se naziva Geigerovim
nacˇinom djelovanja.
29
Slika 19. I-V karakteristika
Nakon detekcije jednog fotona i uspostavljanja lavine, da bi dosˇlo do detekcije
sljedec´eg fotona, potrebno je da se napon povec´a iznad granicˇnog te u tom periodu
ne mozˇe doc´i do nove detekcije. Efekti koji mogu utjecati na rad i preciznost SPD-
ova su termalna pobudenja koja mogu uzrokovati slabe struje i u fotodiodama koje
nisu osvjetljene te njih mozˇemo smatrati izvorom unutarnjeg sˇuma detektora. Iznos
sˇuma se povec´ava sa porastom napona VE (napon iznad granicˇnog) [22] te sa tem-
peraturom [23]. Takoder, sˇum ovisi i o sˇirini podrucˇja osiromasˇenja te ocˇekujemo da
SPAD-ovi sa sˇirim podrucˇjem osiromasˇenja imaju vec´i sˇum [23]. Razmatranje sˇuma
ukljucˇuje termalno generirane nositelje kao i udio nositelja koji su tijekom lavine
zarobljeni u dubljim nivoima unutar podrucˇja osiromasˇenja te naknadno otpusˇteni.
Oni mogu potaknuti novu lavinu te je taj efekt (engl. afterpulsing) proporcionalan
naponu VE. Velicˇina koja karakterizira kvalitetu detektora se naziva kvantnom efi-
kasnosˇc´u. Ona nam govori koliko nosioca naboja nastane u odnosu na upadni foton.
Ovisi o valnoj duljini upadnih fotona pa se cˇesto josˇ naziva i spektralnim odgovorom
detektora (Slika 20.).
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Kako bismo odredili kvalitetu sprezanja, koristili smo se izracˇunom vidljivosti (engl.
visibility). Polarizator A smo postavili ispred jednog detektora na fiksni kut α, dok
smo polarizator ispred drugog detektora rotirali od 0 do 2pi (kut β) te mjerili broj
koincidencija.




pri cˇemu je Nmax maksimalan broj, a Nmin minimalan broj koincidencija. Mjerec´i broj
koincidencija za razlicˇite kutove N(α, β), ocˇekujemo ponasˇanje oblika N(α, β) = V·




(|H〉1 |V 〉2 − |V 〉1 |H〉2) =
1√
2
(|D〉1 |A〉2 − |A〉1 |D〉2)
invarijantno na transformaciju baze, ocˇekujemo minimalan broj koincidencija za
α = β ili za razliku kutova od 180◦, a maksimalan za ortogonalne kutove. Rezultati
mjerenja i prilagodbe na sin2 funkciju su prikazani na slikama 17. i 18., a pripadajuc´i
iznosi vidljivosti u tablici 2. Za svaku tocˇku izvrsˇeno je 10 mjerenja u trajanju po
10 s kako bi se dobio dovoljan uzorak za analizu, dok je tijekom mjerenja kristal bio
zagrijan na 79,7◦C.
Kut analizatora kod Alice Vidljivost
H (99,8 ± 0,6)%
D (98,5 ± 0,4)%
V (99,7 ± 0,4)%
A (98,3 ± 0,4)%
Tablica 2. Rezultati vidljivosti za 4 razlicˇite baze
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Slika 21. Rezultati mjerenja vidljivosti. Na slikama a), b), c) i d) prikazani su
rezultati dobiveni na nacˇin da je polarizator ispred jednog od ulaza u opticˇko vlakno
drzˇan na konstantnom kutu (Alice), a drugi je rotiran u koracima po 10◦. Kutovi na
osi apscisi se odnose na kutove u odnosu na os vertikalne polarizacije.
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 Alice u H
 Alice u V
 Alice u D
 Alice u A
Slika 22. Rezultati mjerenja vidljivosti u 4 razlicˇite baze
4.2 Intenzitet izvora parova spregnutih fotona
Intenzitet izvora parova spregnutih fotona (engl. brightness) definiramo kao omjer




pri cˇemu je Nc broj koincidencija. Iznos intenziteta ovisi o konfiguraciji samoga pos-
tava, odabiru kristala u kojemu se odvija SPDC, ali i polarizaciji lasera [17]. S obzi-
rom da je omjer refleksije i transmisije dPBS-a u Sagnac-u povoljniji za horizontalnu
polarizaciju pumpa, pomoc´u dPBS-a na izlazu iz polarizacijski konstantnog opticˇkog
vlakna smo propustili samo tu komponentu zbog cˇega ocˇekujemo maksimalan inten-
zitet. Izmjerena snaga lasera je iznosila 10,5 mW, sˇto nam daje rezultat od:
B = (914, 3± 9, 3)(mWs)−1
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4.3 Omjer broja koincidencija i pojedinacˇnih detekcija
Za razliku od intenziteta izvora parova spregnutih fotona gdje u obzir uzimamo samo
broj koincidencija, mozˇemo definirati vjerojatnost η da jedan od fotona iz spreg-
nutog para bude detektiran u jednom od detektora zajedno sa drugim fotonom u
drugom detektoru (engl. heralding). Jednostavnije recˇeno, to je omjer broja koinci-
dencija i pojedinacˇnih detekcija; za detektor 1 vrijedi: η1 = NC/NS2, a za detektor 2:
η2 = NC/NS1, odakle slijedi ukupni: η =
NC√
NS1NS2
, pri cˇemu sa NS1 i NS2 oznacˇavamo
pojednicˇne detekcije u svakom od detektora. Ovu velicˇinu moramo razlikovati od efi-
kasnosti generiranja spregnutih parova koja nam govori kolika je vjerojatnost da je-
dan upadni foton iz pobude uzrokuje konverziju. Dok je vec´i omjer NC : NSi pozˇeljan
te bi se mogao probati postic´i vec´om snagom lasera, u obzir se mora uzeta i saturacija
detektora koja ogranicˇava tu moguc´nost. Josˇ jedan efekt koji se mora uzeti u obzir
je i broj slucˇajnih koincidencija, tj. broj detektiranih fotona koje detektori zabiljezˇe,
a nisu spregnuti fotoni nastali u procesu SPDC-a. Taj efekt je statisticˇke prirode te se
mozˇe izracˇunati uz pretpostavku da su pojedinacˇni fotoni raspodijeljeni jednoliko u
vremenu: Racc = ∆tRS1RS2, pri cˇemu je u nasˇem eksperimentu ∆t = 5 ns, sˇto daje
broj od Racc = 7. Eksperimentalno dobiveni rezultat za omjer broja koincidencija i
pojedinacˇnih detekcija fotona iznosi
η = (26, 1± 0, 3)%
Iznosi intenziteta izvora i omjer broja koincidencija i pojedinacˇnih detekcija su u
skladu sa rezultatima mjerenja istog tipa [16], [26], [27].
4.4 Testiranje Bell-ove nejednakosti
Glavni cilj ovog diplomskog rada je bilo pomoc´u konstruiranog postava testirati jednu
od fundamentalnih karakteristika kvantne mehanike - Bell-ovu nejednakost. U sljedec´em
potpoglavlju c´emo izvesti Bell-ovu nejednakost u tzv. Clauser-Horne-Shimony-Holt
obliku [15]. Mozˇemo se pitati kolika je vjerojatnost da nademo foton iz originalnog
stanja |ψ−〉 u nekoj proizvoljnoj mjernoj bazi - vjerojatnost je dana sa:
P (α, β) = |〈α| 〈β| |ψ−〉 |2= 1
2




Mozˇemo definirati ocˇekivanu vrijednost produkta istovremenih mjerenja polari-
zacija cˇija vrijednost mozˇe varirati izmedu -1 i +1:
E(α, β) = P (α, β) + P (α⊥, β⊥)− P (α⊥, β)− P (α, β⊥)
pri cˇemu je α⊥ = α+90
◦ te β⊥ = β+90
◦. U CHSH obliku mozˇe se pokazati da vrijedi:
S ≡ |E(α, β)− E(α, β′) + E(α′, β′)− E(α′, β)|≤ 2 (4.1)
gdje je S Bell-ov parametar S(α, α′, β, β′). Svaka teorija opisana teorijom skrivenih
varijabli mora zadovoljavati nejednadzˇbu (4.1). S druge strane, moguc´e je odabrati









) = |−cos45◦ + cos135◦ − cos45◦ − cos45◦ |= 2
√
2 ≥ 2
Dobiveni rezultat je poznat i pod nazivom Cirel’son-ova granica [24]. Ona ujedno
predstavlja gornju granicu za kvantnomehanicˇke korelacije izmedu udaljenih dogadaja
te maksimalan iznos za koji Bell-ova nejednakost mozˇe biti narusˇena. Ako eksperi-
mentalni rezultat pokazˇe da je Bell-ov parametar S manji od 2, korelacije su klasicˇne
i rezultat bi bio inkompatibilan s predvidanjima kvantne mehanike, a ako je njegov
iznos izmedu 2 i 2
√
2, lokalnost i teorije skrivenih varijabli moraju biti odbacˇeni. U
nasˇem eksperimentu izvrsˇeno je 10 mjerenja za svaki par kutova u trajanju od 10 s
te dobiveni rezultat za Bell-ov parametar iznosi:
S = (2, 803± 0, 007)
sˇto predstavlja narusˇenje Bell-ove nejednakosti od 114 standardnih devijacija od
klasicˇne granice te potvrdu nelokalnog ponasˇanja parova spregnutih fotona.
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5 Zakljucˇak
U ovom radu proucˇavali smo fenomen polarizacijskog sprezanja parova fotona nas-
talih u procesu spontane parametricˇke konverzije pomoc´u kristala tipa II. Sagraden
je eksperimentalni postav prilagoden za dobivanje spregnutih parova valnih duljina
od 810 nm. Ovaj postav mozˇemo koristiti za sigurnu komunikaciju pomoc´u QKD-
a te testiranje fundamentalnih pretpostavki kvantne mehanike. Mjerenjima velicˇina
koje karakteriziraju kvalitetu izvora mozˇemo zakljucˇiti kako smo dobili parove viso-
kih korelacija polarizacije te smo izracˇunali narusˇenje Bell-ove nejednakosti u CHSH
obliku u iznosu od 114 standardnih devijacija od klasicˇne granice, sˇto ukazuje na
visok stupanj sprezanja. Ovi rezultati ukazuju na nelokalno ponasˇanje spregnutih
parova fotona, tj. mjerenja polarizacije izvrsˇena na jednom fotonu imaju trenutni
ucˇinak na rezultat mjerenja polarizacije na drugom. Buduc´a istrazˇivanja pomoc´u
ovog postava mogu ic´i u smjeru mjerenja ovisnosti valnih duljina nastalih fotona o
temperaturi kristala sa ciljem nalazˇenja optimalne temperature. Takoder, postavlja-
njem dodatnih opticˇkih komponenti, poput odredenih kombinacija lec´a, mogao bi se
postic´i josˇ manji radijus snopa unutar kristala sˇto bi dovelo do vec´eg broja koinciden-
cija. Unatocˇ moguc´im poboljˇsanjima, i ovakav izvor predstavlja kvalitetnu osnovu za
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